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Ishqalanish tayoqchalari ishqalash materiallari bilan ishqalanganda ularda zaryad hosil
bo‘lishi‖ kuzatiladi.‖ Zaryadlar‖ hosil‖ bo‘lish‖ jarayonida‖ elektronlar‖ bir‖ jismdan‖ (ishqalanish‖
tayoqchasi‖ yoki‖ ishqalash‖ materiali)‖ boshqasiga‖ o‘tadi.‖ Elektronlarni‖ yo‘qotgan‖ jism‖
(ishqalanish tayoqchasi yoki ishqalash materiali) ishqalash jarayonidan keyin musbat ishorali
zaryadga‖ ega‖ bo‘ladi.‖ Elektronlarni‖ qabul‖ qilib‖ olgan‖ jism‖ (ishqalash‖ tayoqchasi‖ yoki‖ ishqalash‖
materiali)‖ manfiy‖ ishorali‖ zaryadga‖ ega‖ bo‘ladi.‖ Ishqalanish‖ tayoqchasi va ishqalash materiali
zaryadlarining ishoralari hamma vaqt qarama - qarshi‖ bo‘ladi.‖ Ishqalanish‖ tayoqchasi‖ ega‖
bo‘ladigan‖ zaryadning‖ ishorasi‖ ishqalanish‖ tayoqchasining‖ va‖ ishqalash‖ materialining‖ turiga‖
bog‘liq‖ bo‘lar‖ ekan.
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Аннотачия. В даннпй сабпте саттматсиваеттѐ титтема нелинейных диффесенчиальных
усавнений втпспгп рпсѐдка тп тречиальнпй рсавпй шатти, а именнп линейнаѐ шатть и рплинпм
тсетьегп рпсѐдка, птпбпгп вида. Ппказанп, штп рси некптпсых тпптнпшениѐх между расаметсами
тущеттвует ксываѐ втпспгп рпсѐдка, тсаектпсии, выхпдѐщие из тпшек этпй ксывпй пттаяттѐ
там же. Оттяда тледует, штп даннаѐ ксываѐ ѐвлѐттѐ инвасиантнпй птнптительнп даннпй
титтемы. Кспме этпгп даннаѐ титтема ѐвлѐеттѐ инвасиантна птнптительнп невыспжденнпгп
линейнпгп рсепбсазпваниѐ ресеменных. Ппказанп, штп вид этпй ксивпй завитит пт тпптнпшений между
расаметсами и тпбттвенных знашений матсичы. Явнпм виде указаны вте сешениѐ даннпй
титтемы диффесенчиальных усавнений.
Клюшевые слова. Динамишеткаѐ титтема, эллирт, гиресбпла, инвасиантнп, титтема Гетта,
рплѐснаѐ титтема кппсдинат.
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Аннотачия. Ушбу мақплада фнг тпмпни шизиқли ва махтут кфсинишдаги ушинши тастибли
кфрцаддан
ибпсат
бфлган
иккинши
тастибли
шизиқли бфлмаган диффесенчиал тенгламалас
титтемати кфсиб шиқилган. Пасаметслас псатидаги баьзи бис мунптабатлас ушун иккинши
тастибли эгси шизиқ мавжудлиги кфстатилган бфлиб, бу эгси шизиқдан шиқувши нуқталаснинг
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алмаштисишига
нитбатан
инвасиантдис.
Ушбу
эгси
шизиқнинг
кфсиниши
расаметслас
ва
матсичаласнинг хпт қийматласи псатидаги мунптабатласга бпғлиқ эканлиги кфстатилган. Бесилган
диффесенчиал тенглам алас титтемаласининг басша ешимласи аналитик кфстат илган.
Калит сфзлар. Динамик титтема, эллирт, гиресбпла, инвасиант, Гетта титтемати, рплѐс
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Abstract. In this paper, we consider a system of second-order nonlinear differential equations
with a special right-hand side, exactly, the linear part and a third-order polynomial of a special form. It is
shown that for some relations between the parameters there is a second-order curve which trajectories
leaving the points of this curve remain in the same place. Thus, the curve is invariant respect to the given
system. Moreover, this system is invariant under a non-degenerate linear transformation of variables. We
prove that the form of this curve depends on the relations between the parameters and the eigenvalues of
the matrix. All solutions of this system of differential equations are shown analytically.
Keywords. Dynamic system, ellipse, hyperbola, Hess system, polar coordinate system.
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Путть динамишеткаѐ титтема имеет вид
(
)
̇

(

)

(

)

(1)
(2)

( )
где
постоянные матричы порядка‖
Семейство‖ систем‖ (1)‖инвариантно‖ относительно‖ линейных‖ преобразований‖ вида‖

где‖ − невырожденная‖ матрича‖ размерности‖
−.
Действительно,
(
)
( )
̇
(
)
( )
̇
(
)
( )
̇
и‖оконшательно‖ полушим
(
)
̇
Следует отметить, што класс систем (1) обладает еще одним свойством
инвариантности:‖ если
̅
особая тошка, то при переносе
̅ нашала координат в
тошку ̅ снова полушится‖ система‖ вида‖(1).‖А именно
̃
(̃ )
(
)
(
)
̇
̃
( ̅)
(̃ ) ( )
где‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖
̅
̅
̅
̅
̅
̅
̅
̅
̅
̅
В‖ работе‖ *1+‖ явно‖ указано‖ решение‖ задаши‖ (1),‖ (2),‖ которое‖ используется‖ в
дальнейшем.‖
Отметим, што при‖
система (1) называется системой Гесса, которая полностью
исследована‖ в‖работе [2].
В‖данной‖ работе‖ рассмотрена‖ задаша‖следующего‖ вида
̇
(
)
̇
(
)
(3)
( ) (
)
где‖
действительные шисла.
Так как картинка траекторий системы (3) существенно зависит от знашения
собственных‖ шисел‖ матричы‖ ,‖то‖разлишаем‖ следующие слушаи
1. Собственные‖ шисла‖ действительные‖ и разлишные;
2. Собственное‖ шисло двукратное;
3. Собственные шисла-комплексные с отлишными от нуля действительными
шастями;
4.
Собственные‖ шисла-шисто‖ мнимые‖ комплексные.
Переходим‖ к‖исследованию‖ вышеуказанных слушаев.
1.
Известно‖ *3+,‖што‖существует‖ неособая‖ матрича‖ такая, што
(
Снашала‖ рассмотрим
преобразование‖ системы (3)

)

слушае‖

Тогда‖ полушим‖ канонишеский‖ вид‖ (3)
(
̇
̇
(
( )

.

Произведем‖

)
)
(
22

)

(4)

следующее
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Ошевидно,‖ фундаментальная‖ матрича‖ линейной‖ шасти‖системы‖ (4)‖имеет‖ вид
(

)

Используя‖ результатов‖ работы‖ *1+,‖ после‖ несложных‖ вышислений‖ полушим‖ решение‖
задаши‖ (4)‖в‖следующем‖ виде
()
√
(5)
()
√
(

(

где‖‖‖‖

)

).

Рассмотрим‖ следующее‖ уравнение
( )
В‖полярной‖ системе‖ координат‖ (

) уравнение‖ (6)‖записывается‖ в‖виде
( )

√

где‖

√(

)

(

(

)

)

Непосредственной
подстановкой
можно
убедиться, што
если нашальная тошка
(
)удовлетворяет уравнению (6), то соответствующее решение (5) также удовлетворяет
уравнению (6). Поэтому‖ по‖ виду‖ уравнений‖ (6),‖ (7)‖ можно‖ вывести‖ следующие
утверждения:
а)‖‖Если‖ |
|
, то‖уравнение‖ (6)‖представляет‖ гиперболы;
б)‖‖Если‖

и‖

|

| то‖(6)‖представляет‖ эллипса;

в)‖Если,

и‖

|

| то‖(6)‖представляет то‖две‖параллельных прямых;‖

с)‖Если,

, то‖(6)‖не‖имеет‖ решения.

2.‖Пусть‖теперь‖

. Существует‖ неособая‖ матрича‖
(

)

(

)

такая,‖што либо

либо
Рассмотрим‖ первое‖ слушае.‖ Тогда‖ следующим‖ преобразованием
из системы (3) имеем
(
̇
̇
Если‖‖

)

(

)

( ) (
)
, то‖решением‖ задаши‖ (8)‖является
23

(8)
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()

√

(

)
(9)

()
√
(
)
Из‖ этого представления решения (9), легко усмотреть, што если
для‖
, то (9) прямые, проходящие шерез нашало координат. При этом нашало
координат‖ будет устойшивый или неустойшивый узел в зависимости от знака шисла‖
Если‖

для‖
,‖ то‖ каждая‖ тошка‖ прямой‖ (или‖ прямых)‖
является‖ тошкой‖ покая‖ системы‖ (8).‖ А‖ нашало‖ координат‖ является‖

полуустойшивым‖ узлом.
Теперь‖ рассмотрим‖ слушай‖
для‖всех‖ (

)

.‖Легко‖ заметить,‖ што‖если
,
то‖из‖ (8)‖имеем

для‖ решений‖ системы‖ (8),‖
− константы.‖ В‖ зависимости‖ от‖ знака‖ выражения‖
полушим‖ либо‖ устойшивый,‖ либо‖ неустойшивый‖ узел.
Теперь‖ допустим,‖ што‖ уравнение‖
(10)
имеет‖ решение.
Заметим,‖ што‖задаша‖(8)‖имеет‖ решение‖ вида
( )
√
(11)
( )
√
Непосредственной‖ подстановкой‖ можно‖ убедиться‖ в‖ том,‖ што‖ решение‖ (11)‖
удовлетворяет‖ уравнению‖ (10).‖ Более‖ того,‖ каждая‖ тошка‖ решение‖ уравнения‖ (10)‖ является‖
тошкой‖ покоя‖ системы‖ (8).
Теперь‖ рассмотрим‖ второе‖ слушае,‖ т.е.
(
)
̇
̇
(
)
(12)
( ) (
)
Фундаментальной‖ матричей‖ линейной‖ шасти‖системы‖ (12)‖является
(

)

Таким образом решением задаши (12) является
( )

( )

где‖ ‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖ ( )

( )
√

(

)
( )

,
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(

)

(

(

)

Легко‖ показать,‖ што‖если‖ нашальная‖ тошка‖ (

)

.

) удовлетворяет‖ равенству
(

)

то‖при любом
решение‖ (13)‖также‖удовлетворяет‖ равенству (14).
С‖помощью‖ переходом‖ к‖полярной‖ системе‖ координат‖ легко‖ доказать‖ следующей
ЛЕММА. Если‖выполнены‖ условия
(

)

(

)

то уравнение (11) представляет эллипс в других слушаях гиперболы (невырожденные,
вырожденные).
3.‖Пусть‖‖
,
.
Тогда‖ с‖ помощью‖ неособой‖ ‖ матричей‖ можно матричу‖ привести‖ к‖ следующему‖
виду
(
Преобразованием‖
система‖ (3)‖принимает‖ вид
̇

)

переходим‖ к‖ новой‖ системе‖ координат‖
(

. Тогда‖

)

̇

(

)

(15)

( ) (
)
Фундаментальной‖ матричей‖ линейной‖ шасти‖системы‖ (15)‖будет
(

)

Таким‖ образом‖ решением‖ задаши‖(15)‖является‖ *1+
()

()
()

(

( )

)

где‖
()

(

(

)

((

)(
⁄

)

( (

)

(

)

(

(
((

)(

)
(
)

(

)
)

))))

,

)
(

(

)
(

(

)
)

)

Теорема. Траектория‖ ‖ ( (t),
когда‖выполнены‖ следующие условия

(t)),

является замкнутой тогда и только тогда,
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(

)

(
)
(18)
4.‖ Пусть‖
. Тогда после соответствующих преобразований
имеем‖ систему‖ дифференчиальных‖ уравнений вида
(
)
̇
̇
(
)
(21)
( ) (
)
Здесь‖ удобно‖ представить‖ решение‖ системы‖ (21)‖ в‖ полярной‖ системе‖ координат.‖ Для‖
этого‖ введем следующие обознашения
√
,
Из‖(24)‖имеем
̇
+2

̇

(

(

(

))

(

(

)))

(

)
̇

((

(

(

(

̇
)))
))

(

)

Отсюда‖ имеем
(

)

Интегрируя‖ последнее‖ дифференчиальное‖ уравнение‖ с‖ нашальным‖ условием‖
( )
√
полушим
(

√

(

Пусть‖
.
Следовательно,‖
удовлетворяющих‖ неравенству
(

√

)

(

для‖

нашальных‖

)

)
условий‖

(

),

)

уравнение‖ (22)‖описывает‖ замкнутые траектории.
Легко заметить в слушае
уравнение
неустойшивый‖ узел‖в‖зависимости‖ от‖знака‖суммы‖

(22)

описывает

устойшивый

или
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